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       ) для комплектаций трактора JD-8310R с 

одинарными и сдвоенными колесами составил соот-
ветственно 0,320–0,465 и 0,340–0,475. 

2. Наиболее рациональной для выполнения всех 
трех групп операций почвообработки является мас-
са трактора   = 14936 кг при    

 = 66,09 кг/кВт на 

сдвоенных колесах. При такой величине    тракто-
ра тяговые агрегаты разного технологического 
назначения имеют наивысшие показатели энергети-
ческой эффективности в пределах номинального 
тягового диапазона (      = 0,370–0,450). 
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Настоящая работа продолжает изучение пове-

дения толстого ледяного поля, плавающего на 
поверхности воды, при понижении уровня воды. 
Ранее рассматривалась стационарная задача о 
равновесии ледяного слоя вблизи плоского участка 
берега. Были изучены различные способы контак-
та с берегом, получено напряженно-
деформируемое состояние ледяного поля, как со 
свободной верхней поверхностью, так и нагружен-

ного некоторой силой; выполнена оценка «опасной 
зоны». Натурные наблюдения разрушения льда  
говорят о наличии в ледяном поле двух характер-
ных трещин: в месте контакта с берегом и на 
расстоянии 10–12 толщин. Однако в рамках ста-
ционарной задачи не удается объяснить возникно-
вение второй трещины. Все это приводит к необ-
ходимости рассматривать динамику поведения 
ледяного поля после возникновения первой трещи-
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ны. В работе сделана попытка смоделировать 
поведение льда таким образом, чтобы напряжен-
ное состояние ледяного слоя давало концентра-
цию растягивающих напряжений вблизи берега и 
на некотором расстоянии от него, что, вероятно, 
и обеспечивает разрушение вблизи этих участков. 
В работе получено приближенное решение динами-
ческой контактной задачи, учитывающей несжи-
маемость воды, на которой плавает лед. Учет 
несжимаемостии приводит к подпору ледяного 
поля водой и быстрому возникновению второй 
трещины. При численном решении задачи возникли 
серьезные трудности. Решение было основано на  
методах операционного исчисления. К краевой за-
даче для системы дифференциальных уравнений с 
частными производными от функций с тремя пе-
ременными было применено преобразование 
Лапласа по времени и косинус-преобразование 
Фурье по одной из пространственных переменных. 
Ограниченное решение полученной системы обык-
новенных дифференциальных уравнений удалось 
выписать в виде сходящихся несобственных инте-
гралов. Численное обращение преобразования 
Лапласа изображения неизвестной функции вызва-
ло наибольшие трудности. Известные методы 
численного обращения оказались неприемлемы, 
так как они требуют знания порядка убывания 
изображения. Обращение пришлось делать с по-
мощью синус- и косинус-преобразования Фурье с 
большим количеством узлов интегрировния. Вы-
числения обеспечили необходимую точность. 

Ключевые слова: численное моделирование, 
упругая пластина, ортогональные полиномы. 

 
The work continues studying of behavior of thick ice 

field floating on water surface at abatement of water 
level. Earlier stationary task of equilibrium of ice layer 
near flat site of the coast was considered. Various ways 
of contact with the coast were studied, intense and de-
formable fortune of an ice field, as with free top surface, 
and loaded with some force come into; the assessment 
of "dangerous zone" is executed. Natural supervision of 
the destruction of ice testifies about the existence in the 
ice field of two characteristic cracks: in the place of con-
tact with the coast and at the distance of 10–12 thick-
ness. However, within stationary task it is not possible to 
explain the emergence of the second crack. All these 
results need considering dynamics of behavior of an ice 
field after the emergence of the first crack. In the study 
the attempt to simulate the behavior of ice is made so 
that the tension of an ice layer gave concentration of 
stretching tension near the coast and at some distance 
from it that is probable and provides destruction near 
these sites. In the study approximate solution of dynam-
ic contact task considering incompressibility of water on 

which ice floats was received. The accounting of incom-
pressibility brings to the  ice field subtime water and to 
fast emergence of the second crack. At numerical solu-
tion of the task there were serious difficulties. The deci-
sion was based on the methods of operational calcula-
tion. Laplace's transformation on time and Fourier's co-
sine transformation on one of spatial variables was ap-
plied to regional task to the system of differential equa-
tions with private derivative of functions with three vari-
ables. Limited decision of received system of ordinary 
differential equations managed to be written out in the 
form of meeting not own integrals. Numerical address of 
transformation of Laplace of the image of unknown func-
tion caused the greatest difficulties. Known methods of 
numerical address were unacceptable as they demand 
the knowledge of the order of decrease of the image. 
The address was necessary to do with the help of sine – 
and Fourier's cosine transformation with a large number 
of integrating knots. Calculations provided necessary 
accuracy. 

Keywords: numerical simulation, elastic plate, or-
thogonal polynomials.  

     
Введение. Рассматривается динамическая за-

дача о движении тяжелого ледяного поля, плаваю-
щего на поверхности воды после «мгновенной» сме-
ны граничных условий, связанной с возникновением 
трещины в месте контакта с берегом. 

В рамках стационарной задачи не удается объ-
яснить возникновение второй трещины. Это приво-
дит к необходимости рассматривать динамику пове-
дения ледяного поля после возникновения первой 
трещины, учитывать несжимаемость воды и инер-
ционные члены, которые могут дать дополнитель-
ные растягивающие напряжения в слое. 

 Решение сформулированной динамической кон-
тактной задачи плоского упругого слоя  и идеальной 
несжимаемой жидкости выявляет концентрацию 
существенных растягивающих напряжений на неко-
тором участке, что обосновывает эксперименталь-
ный факт возникновения второй трещины. 

Динамика упругого слоя на упругом основа-
нии.  Рассмотрим задачу о движении упругого слоя 
под действием собственного веса на упругом осно-
вании. Пусть ледяное поле представляет собой по-
лубесконечную  упругую  пластину толщиной             
(рис. 1). Движение вызывается резкой сменой гра-
ничных условий. Левый торец, будучи начально 
жестко закрепленным в месте контакта с берегом, 
после возникновения трещины в месте заделки 
«мгновенно» освобождается, оставаясь опертым о 
берег.  Таким образом, возникает возможность вра-
щения  вокруг точки опоры. 
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Рис. 1.  Полубесконечный упругий слой 
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Считаем, что неизвестные функции ограничены 

при    . На левом торце     выполнены гра-
ничные условия 

 

∫  (     )       
 

 

∫  (     )       
 

 

                                                            

 ∫   (     )    (    )   
 

 

   

 

Это означает, что торец имеет возможность 
вращаться. В начальный момент времени смещения 
  и   точек слоя известны и совпадают с решением 
статической задачи о равновесии упругого слоя c 
граничными условиями типа «жестко заделанного 
торца». Движение начинается без начальной скоро-
сти: 

 
  (     )

  
       

  (     )

  
        

 

Приближенное решение динамической зада-
чи.  Решение получим предложенным в [1] методом.  

Неизвестные функции                   пред-
ставляют собой первые члены разложения искомых 
компонент тензора напряжений и вектора смещений 
в ряды по полиномам Лежандра по толщине пласти-
ны и являются теперь функциями координаты    и 
времени     

Таким образом, мы приходим к смешанной зада-
че для системы дифференциальных уравнений с 
двумя независимыми переменными.  

Эта система уравнений имеет вид 
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нарной задачи  
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В итоге задача приводится к смешанной задаче  
для уравнений в частных производных четвертого 
порядка 

 ̈   ⁄    
(  )

       



Технические науки 
 

123 

 

            
            

           (         )             
 

Решать задачу будем методом разделения пе-
ременных, линейной заменой сделав краевые усло-
вия однородными. 

Пусть  V=  ( ) ( ),  тогда 
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где                   а   ограничено при 

      
В итоге получаем краевую задачу для определе-

ния   
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Окончательно полным решением задачи будет  
 

 (   )   ∫ 0 ( )    . √    /  

 

  

   ( )   . √    /1            

 
где функции  ( )     ( ) следует определять из 
начальных условий 
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Таким образом,  ( )    ( ) являются функция-

ми разложения начальных условий в синус-интеграл 
Фурье, следовательно,  
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Окончательное решение задачи имеет вид 
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Интеграл вычислялся численно методом с рав-
ностоящими узлами для вычисления синус- и коси-
нус-интегралов Фурье [2] и по формуле трапеции по 
 . Было выбрано 5000 узлов интегрирования,  что 
обеспечило точность порядка 10-4 при вычислении 
 (   ). 

Для некоторых моментов времени кривые 
 (   ) и   (   )  приведены на рисунках 2 и 3. 
Решение позволяет проследить движение упругой 
пластины вплоть до выхода на стационарное реше-
ние.

 

 
 

Рис. 2. Прогиб срединной поверхности упругого слоя  
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Рис. 3. Напряжения в упругом слое 

 
Тем не менее необходимо признать, что описа-

ние процесса движения тяжелой полосы в рамках 
модели, рассматривающей воду лишь как упругое 
основание, не позволяет объяснить возникновение 
второй трещины. Учтем  условие несжимаемости 
воды, которое при наличии близкой стенки, очевид-
но, обеспечит подпор упругого слоя жидкостью. По-
добные постановки рассматривались в [3]. 

Таким образом, предлагается сформулировать 
плоскую задачу о контакте упругой полубесконечной 
полосы и полубесконечного объема идеальной не-
сжимаемой жидкости. 

Динамическая контактная задача. Пусть в 
области II: *     ̃              +  

(рис. 4) потенциал скорости  (   ̃  ) и давление в 

жидкости  (   ̃  ) удовлетворяют  
уравнению несжимаемости 
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и интегралу Коши  – Лагранжа 
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Рис. 4. Контакт упругого слоя и жидкости 
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ненты вектора смещений   и   и тензора напряже-

ний           удовлетворяют сформулированным 
в предыдущем разделе уравнениям движения, зако-
ну Гука, граничным условиям на поверхности и кра-
евым условиям на левом торце        

В начальный момент функции   и   – есть ре-
шение стационарной задачи с условием на торце в 
виде «жесткой заделки», и движение начинается без 
начальной скорости, т.е.          Кроме того, 
выполнены условия контакта пластины с жидкостью:  
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Здесь   ̃     – неподвижные эйлеровы координа-
ты;     – лагранжевы координаты; связанные с 
упругим слоем;    – плотность воды;   – ускорение 
свободного падения. Задача состоит в определении 
неизвестных функций                    удовле-
творяющих сформулированным выше дифференци-
альным уравнениям, граничным и начальным усло-
виям  и условиям контакта. 

Построение приближенного решения. Предла-
гается приближенно определять напряженно-

деформируемое состояние упругой пластины (обл. I), 
а линеаризованное течение жидкости в обл. II опре-
делять точно. Линеаризация проводится так же, как 
и в [4], при изучении волн на свободной поверхно-
сти. В качестве приближенного метода принимается 
используемый выше, при решении динамической 
задачи, подход, основанный на разложении неиз-
вестных функций в ряды по толщине пластины по 
полиномам Лежандра.  

В итоге задача в первом приближении (с учетом 
малости параметра  ) сводится к краевой задаче 
для уравнения Лапласа в четверти плоскости:
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Затем выразить решение через функцию Грина и 
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Анализ уравнения показывает, что учет несжи-

маемости вносит в уравнение динамики дополни-
тельное слагаемое того же порядка, что и имеющие-
ся. Будем решать смешанную задачу для системы 
дифференциальных уравнений.  
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нию   ̃(   ) через интеграл Меллина  
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Все интегралы вычислялись на основе метода с 

равностоящими узлами. Обеспечивалась точность 
их вычисления до четвертого знака. 

Не удалось применить специальные методы 
численного обращения преобразования Лапласа, 
для использования которых необходимо знать поря-

док убывания изображения по  . Интеграл Меллина 
просто сводился к синус- и косинус-интегралам 
Фурье. Было замечено, что изображение «медлен-
но» убывает по  , что потребовало для получения 
необходимой точности большого количества узлов 
интегрирования.  

Выводы. На рисунках 5 и 6 приведены прогибы  
 (   ) и напряжения   (   ) на верхней поверхно-

сти пластины     в начальный момент времени  
    и в момент времени         . 

  

 
 

Рис. 5. Прогиб срединной поверхности упругого слоя  
 

 
 

Рис. 6. Напряжения в упругом слое 



Технические науки 
 

127 

 

На рисунке 6 при          видна существенная 
концентрация растягивающих напряжений в упругом 
слое на расстоянии приблизительно 10–12 толщин 
льда. Можно считать, что моделирование процесса 
хрупкого разрушения льда в рамках динамической 
контактной задачи упругого слоя и несжимаемой 
жидкости качественно описывает поведение ледяно-
го поля, и факт появления второй трещины в рамках 
данной модели достаточно обоснован. 
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Как известно, для коэффициентов запаса упру-

гих конструкций и деталей определенного класса 
(например, авиационных конструкций) заданы 
ограничения (условия прочности), т.е. значения 
коэффициентов запаса таких конструкций должны 
лежать в заданном диапазоне. Следует отме-
тить, что ограничения задаются для коэффици-
ентов запаса, которые отвечают аналитическим 
(точным) решениям задач теории упругости, 
сформулированных для конструкций. Построение 
аналитических (точных) решений для большин-
ства конструкций, особенно сложной формы, свя-
зано с большими трудностями. Для ряда кон-
струкций широко применяют приближенные под-
ходы решения задач упругости, например техни-
ческие теории деформирования однородных и ком-
позитных пластин, балок и оболочек. Технические 
теории, построенные на основе гипотез, порож-
дают приближенные (технические) решения с не-

устранимой погрешностью, точное значение ко-
торой определить сложно. В расчетах конструк-
ций на прочность при заданном малом диапазоне 
для коэффициентов запаса применение техниче-
ских (сопроматовских) решений затруднительно. 
Однако существуют методы (например, метод 
конечных элементов) построения приближенных 
решений задач упругости со сколь угодно малой 
погрешностью. В данной работе предложены 
скорректированные условия прочности для упру-
гих конструкций, которые учитывают погреш-
ность напряжений. Предлагаемые условия прочно-
сти сформулированы в двух теоремах. Показано, 
что из выполнения скорректированных условий 
прочности для коэффициента запаса конструкции, 
который отвечает приближенному решению, сле-
дует выполнение заданных условий прочности для 
коэффициента запаса данной конструкции, кото-
рый отвечает точному решению. Для заданных 




